
E. Fabri maggio 2023Sul riferimento rigido rotante relativistio �Premessa programmatiaPremetto he eviter�o di onfondere due problemi del tutto distinti:1) la de�nizione "operativa" di qualosa he possa hiamarsi rif. rigido rotante2) la possibile realizzazione di detto rif. on un \orpo rigido" in un senso he siavviini a quello della meania lassia; intendo ouparmi solo del primopunto.A questo sopo erher�o di dare le presrizioni per realizzare un rif. rigidorotante, inteso in un modo preiso. Penso a un sistema di orpi, pioli, posti inuna regione di spazio-tempo he si possa onsiderare piatta, he nel loro insiemein un dato rif. inerziale si possano ritenere in rotazione rigida uniforme attornoa un asse.Con "rotazione rigida uniforme" intendo questo:a) iasun orpo, visto dal dato rif. inerziale, si muove di moto irolare uni-forme attorno all'asseb) i orpi onservano tra loro distanze ostanti nel tempo) (molto meno hiaro per ora) distanze e angoli soddisfano la geometria eu-lidea.In alternativa a ):0) si dimostri he le dette distanze e angoli non possono obbedire alla geometriaeulidea e si enuni la geometria he risulta valida.Naturalmente quando parlo di distanze e angoli debbo preisare \misurati ome";prima di tutto in quale rif.Non mi uro dei mezzi tenologii neessari per assiurare questi requisiti(motori, strumenti di misura di ui parler�o); mi basta veri�are he niente violile leggi �sihe he sappiamo valide nei rif. inerziali. (Debbo dire questo perh�e| ome ho sritto pi�u volte | della �sia valida nei rif. rotanti sappiamo benpoo, troppo poo; soprattutto non abbiamo pratiamente fatti sperimentali.)Primo esempioConsidero 7 orpi (O A B C D E F) disposti a formare un esagono regolare:O al entro, A e. ai vertii, in senso orario. (Naturalmente quando parlo di\orpi" si deve intendere in realt�a apsule, sonde, o simili, dotate di tutta lastrumentazione neessaria.)�Versione 2.3: aggiunto lo studio di un generio n-gono rotante1



Per formare un esagono regolare on dato entro oorre soddisfare dueondizioni:a) Che A : : : F abbiano tutti la stessa distanza da O. Questo si realizza me-diante misure on metodo radar fatte da O. (Approfondir�o pi�u avanti omefunziona il metodo radar su orpi in moto.)b) Che le distanze AB, BC, e. siano tutte uguali. Non oorre he sianouguali alle distanze dal entro, anzi i�o potrebbe risultare impossibile; anhequesto verr�a disusso in seguito.Per mezzo di manovre oi razzi di ui i orpi sono dotati, essi (esluso O)verranno posti in moto irolare uniforme attorno a O. Nel orso della manovrasi dovr�a assiurare he le ondizioni a), b) siano mantenute. Non mi preoupodi ome si debba operare per garantire questo obiettivo; mi limito a supporrehe si riesa a raggiungere una situazione stabile, al pi�u orretta da deviazionigrazie a misure e a opportuni omandi ai razzi.Misura radar su orpi in motoOorre onsiderare la situazione generia per inludere il aso in ui nonsia anora stata raggiunta la on�gurazione ideale. La stazione entrale O emet-te un impulso radar non direzionale (al �ne di poter raggiungere un orpo diui non sono esattamente noti posizione e moto). Una volta rievuta un'eodi ritorno, O ommuta su un'antenna direzionale, in modo da poter determi-nare on preisione azimut del bersaglio e tempo di volo del segnale. Vediamoquantitativamente he osa i si aspetta in ondizioni ideali.Prese oord. ilindrihe t; r; ' nel rif. inerziale K (la z �e inutile) selgo l'o-rigine dei tempi all'istante in ui gli azimut di A : : : F sono 0, �=3 : : : 5�=3.Allora a un generio istante t l'azimut di A sar�a'A = ! t(on ! veloit�a angolare dei orpi periferii) mentre r = R. Per gli altri orpi leoord. si alolano in modo del tutto analogo.Se un segnale viene emesso da O a t = te, l'antenna dovr�a essere puntataa un azimut 'e > ! te perh�e il segnale possa raggiungere A; i tempi di arrivoin A e di ritorno del segnale a O saranno te + ter, te + tes e avremoter = R= tes = 2R= 'A = ! (te + ter):I segnali suessivi per raggiungere B : : : F saranno intervallati di �t = �=(3!).Si noti he tes �e il tempo di andata e ritorno misurato in O in orrispondenzaalla distanza R; un generio tempo �t star�a a signi�are distanza �t=2.Come andrebbero le ose se la misura fosse fatta da A? Possiamo rispondere,senza ambiare rif., al modo seguente. Siano E,R,S gli eventi \partenza delsegnale," \arrivo del segnale," ritorno del segnale." Le loro oord. in K sono:2



{ E = (te; R; ! te){ R = (te + ter; 0; ?){ S = (te + tes; R; ! (te + tes)):(il ? per la ' di R �e dovuto al fatto he per r = 0 la ' �e indeterminata).Dobbiamo ora alolare he osa segna l'orologio A tra i due eventi E e S.Dato he la veloit�a di A �e ostante (in modulo) si ha� = t=dove  = �1� !2R2=2��1=2 quindi�es = 1 tes = 2R  :Commento 1Il tempo t e tutti i tempi partiolari (te, ter, tes) sono misurati on gli orologisinronizzati del rif. K. Invee �es �e il tempo tra gli eventi E, S, misurato da unorologio solidale on A.Non �e stato usato nessun \rif. rotante"; he i orpi A, B, : : : siano insiemein moto irolare uniforme attorno a O �e determinato dalla regolazione dei razzidi ui sono dotati e dalle misure, non da qualhe vinolo rigido. Tuttavia i dettiorpi onservano distanze ostanti se misurate da K e anhe le distanze da unoall'altro, misurate on metodo radar sono ostanti. Non '�e bisogno di fare ilonto: deriva dal fatto he il moto in K �e uniforme (la osa non sarebbe pi�u verase ! variasse nel tempo).Si vede he la distanza radar OA non �e la stessa se la si misura on unorologio in O oppure on uno in A: �e  tes=2 nel primo aso,  �es=2 nel seon-do. La di�erenza non �e he la semplie \dilatazione del tempo": per dirlo inmodo alquanto ritiabile, l'orologio in A va pi�u lento, quindi segna un tempominore.
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Un modo di ragionare seondo mepi�u orretto �e indiato nella �gura a-anto (non in sala) in ui lo spazio �erappresentato on due sole dimensioni,sopprimendo la z. Si vede l'asse t, he �eanhe la urva oraria del punto O, e laurva oraria del punto A. E, R, S sono itre eventi, le ui oord. temporali in Ksono risp. te, tr, ts. Il vettore he d�ala separazione spazio-temporale tra Ee S �e stato somposto nella sua partespaziale EQ e in quella temporale QS;la lunghezza di QS �e  tes. 3



Il 4-vettore ES ha estremi le ui oord. spaziali oinidono on quelle di A al-la partenza e all'arrivo del segnale. Seondo la metria di Minkowski il quadratodella lunghezza di ES �e la di�erenza dei quadrati di QS e di EQ, quindi ES < QS.Tuttavia l'intervallo �es �e il tempo segnato dall'orologio fermo in A, he non simuove di moto rettilineo uniforme tra E e S, bens�� di un moto irolare uniforme,la ui urva oraria �e l'elia rappresentata in �gura. La lunghezza  �es dell'ar-o ES �e minore di quella del segmento ES, seondo un teorema generale dellageometria minkowskiana: a di�erenza della geom. eulidea in quella minkow-skiana un segmento di tipo tempo ha lunghezza maggiore di qualunque arodi tipo tempo tra gli stessi estremi. Tutto questo spiega perh�e �es < tes: pi�uesattamente, �es = tes= perh�e la veloit�a in K dell'orologio ha modulo v = ! rostante.Ho usato un orologio posto in A, e allo stesso modo potrei ragionare on Be. Non �e rihiesta (almeno per ora) aluna sinronizzazione degli orologiin A : : : F; �e per�o rihiesto he gli orologi abbiano la stessa maria, e que-sto si pu�o veri�are per mezzo dei segnali appena disussi. Anhe se si trattadi orologi in moto rispetto a quello in O, sono omunque nella stessa situazione:veloit�a tutte uguali in modulo e trasversali rispetto alle ongiungenti OA, OB,e. Quindi i fattori  debbono risultare tutti uguali.Distanze lungo l'esagonoMisuriamo ora le distanze AB, e. nei due versi. Il proedimento �e analogoal preedente: per misurare AB partendo da A: emetto un segnale da A (even-to E) he viene rievuto in B (evento R) e rinviato verso A, dove viene rievuto(evento S).Oorre alolare il tempo di R e quello di S, dato te per E. Per B abbia-mo r = R, 'B = ! t� �=3. Quindi al tempo tr:R = (te + ter; R; ! (te + ter)� �=3):Per il ritorno in A S = (te + tes; R; !(te + tes))(si noti he ter, tes hanno ora un signi�ato diverso da prima). La distanza trale posizioni di A al tempo te e B al tempo te + ter, he �eAB = 2R sin[(�=3� ! ter)=2℄ (1)deve uguagliare  ter: 2R sin[(�=3� ! ter)=2℄ =  ter (2)� = 2 � sin(�=6� �): (3)on � = ! ter=2 e � = !R=(2 ). La (3) andrebbe risolta rispetto a �, ma lasoluzione non si pu�o esprimere in termini �niti on funzioni elementari.4



Per S si proede analogamente. La distanza tra le posizioni di B al tem-po te + ter e A al tempo te + tes �eBA = 2R sin[(�=3 + ! trs)=2℄ (4)e deve uguagliare  trs: 2R sin[(�=3 + ! trs)=2℄ =  trs (5)� = 2 � sin(�=6 + �): (6)on � = ! trs=2. Anhe la soluzione della (6) non si esprime in termini �niti onfunzioni elementari.Possiamo risolvere (3) e (6) per iterazione: di � e �:� = � (os � � q sin �) (7)� = � (os � + q sin �): (8)(ho posto q = p3 per omodit�a). Iteriamo la (7):� = � �1� q � � 12 �2 + 16 q �3 + 124 �4 + � � ��� = 0� = �� = � � q �2� = � � q � (� � q �2)� 12 � (� � q �2)2 =� � q �2 + q2�3 � 12 �3 = � � q �2 + �q2 � 12��3:� si ottiene sempliemente ambiando segno a q:� = � + q �2 + �q2 � 12��3� + � = 2 � + 5 �3:Da qui �nalmente, al seondo ordine in !R=: tes = 2R+ 5!2R34 2 :�E faile veri�are he se si parte da B, mandando un segnale verso A e aspet-tando la riessione, si trova lo stesso tempo. Conviene ragionare sulle �gure.In entrambe sono indiate le posizioni dei punti A, B in tre istanti: te, tr, ts.La di�erenza �e he nella �gura superiore il segnale parte da A, raggiunge B(nella posizione B0, dopo un tempo ter) e il segnale riesso torna in A, dopo5



un tempo trs quando questo punto �e arrivato in A00. I perorsi del segnale sonoindiati in rosso. Nella �gura inferiore invee il segnale (in verde) parte da B,raggiunge A in A0 dopo un tempo ter (diverso dall'altro aso), poi torna in B(arrivato in B00) dopo un tempo trs, anhe questo diverso dall'altro aso.
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So�ermiamoi ora sulla prima �gura. Il segmento AB0 �e lungo  ter, mentrel'aro BB0 �e lungo vter (v = !R), quindi(aro BB0)=(seg: AB0) = v=:Il segmento B0A00 �e lungo  trs, mentre l'aro A0A00 �e lungo vtrs, quindi(aro A0A00)=(seg: B0A00) = v=(la proporzione non �e rispettata nella �gura, per evidenziare la di�erenza tra gliarhi BB0 e A0A00). La stessa idea �e espressa nelle eq. (1), (2), (4), (5).Passando alla seonda �gura si hanno relazioni analoghe:(aro AA0)=(seg: BA0) = v=:(aro B0B00)=(seg: A0B00) = v=e ne segue he AB0 della prima �gura = A0B00 della seonda e lo stesso valeper B0A00 della prima e BA0 della seonda. Il he dimostra quanto gi�a detto:i tempi tes sono uguali nei due asi.Questo tes per�o �e il tempo degli orologi fermi in K; per un orologio in Ao in B '�e il solito fattore : �es = 2R �1 + 5!2R28 2 � = 2R�1 + !2R28 2 �6



(al seondo ordine). Se si assume (su he basi?) he la veloit�a della lue misuratada A sia , ne risulta AB > R.Osservazione: Trovo diÆile spiegare questo risultato ragionando in un \rif.rotante."Commento 2Pu�o sembrare strano he mentre per la distanza radiale si trova un risultatodiverso a seonda he si faia partire il segnale da O oppure da A, per la distanzatra vertii dell'esagono il risultato non ambia a seonda del verso.La spiegazione �e he nel primo aso si oinvolgono due orologi (in O e in A)he si trovano in posizioni non equivalenti, e he | ol modo omune di espri-mersi, he non ondivido | mariano in modo diverso. Invee nel seondo asosi lavora on due vertii (A e B) dell'esagono he sono in posizioni equivalenti(si tenga anhe presente he il moto dei punti A, B, e. �e uniforme; quindi itempi a ui si fanno le varie misure non possono avere inuenza).Eo perh�e i tempi ter, trs della prima misura oinidono risp. oi tempitrs, ter della seonda.Seondo esempioGeneralizzo il primo, passando da 7 orpi a n + 1, quindi a un n-gono.Indiher�o i vertii on A1 : : : An. per quanto riguarda le misure di OA1 e.,non ambia niente; oupiamoi invee di A1A2.Le (1), (3) diventanoA1A2 = 2R sin(�=n� !ter=2) (9)� = 2 � sin(�=n� �) (10)e analogamente per le (4), (6):A2A1 = 2R sin(�=n� !trs=2) (11)� = 2 � sin(�=n+ �): (12)Le (10), (12) si srivono� = � (p os � � q sin �) (13)� = � (p os � + q sin �): (14)on p = 2 sin(�=n) q = 2 os(�=n):7



Iteriamo la (13):� = � �p� q � � 12 p �2 + 16 q �3 + 124 p �4 + � � �)� = 0� = p �� = p � � q � p � = p � � p q �2� = p � � q � (p � � p q �2)� 12 p � (p � � p q �2)2= p � � p q �2 + p q2�3 � 12 p3�3 == p � � p q �2 + p �q2 � 12 p2��3= p � � p q �2 + 4 p �1� 38 p2� �3� = p � + p q �2 + 4 p �1� 38 p2��3� + � = 2 p � + 8 p �1� 38 p2��3 = 2 p � �1 + 4 �1� 38 p2��2�: (15)Sostituiamo in (15) le espressioni per �, �, �, p:12 ! (ter + trs) = 2!R sin �n "1 + �1 + 32 sin2 �n��!R �2#
n  tes = 4nR sin �n "1 + �1 + 32 sin2 �n��!R �2#n  �es = 4nR sin �n "1 + �1 + 32 sin2 �n��!R �2# :Questo �e il doppio del perimetro dell'n-gono; passando al limite per n!12L = 4�R "1 + �! R �2# = 4�R"1 + 12 �!R �2#L = 2�R (16)dove L �e la misura, fatta da A1, della lunghezza della ironferenza, a meno ditermini in �4.Commento 3Non va dimentiato he la (16) �e stata dedotta assumendo he la veloit�adi andata e ritorno della lue, misurata da A1, sia . D'altra parte si tratta dellimite n ! 1, e in questo limite si pu�o prendere la misura in A1 ome misuranel rif. inerziale tangente; quindi non dovrebbero esservi dubbi.8


