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Una strana urva in 3D

Il problema

Partendo dall'equazione

a (a x� 1)

1=3

= x

3

+ 1 (1)

on la posizione

x

3

+ 1 = a y (2)

(ovviamente leita ome de�nizione di y per a 6= 0) si riava subito

y

3

+ 1 = a x: (3)

Nel ampo reale il sistema (2), (3) equivale all'eq. (1). Si noti he il aso a =

0 in realt�a �e banale: '�e solo la soluzione x = �1 per l'equazione e solo la

soluzione (�1;�1) per il sistema.

Voglio disutere il numero di soluzioni reali del sistema in funzione di a.

La urva

Conviene a�rontare il problema attraverso lo studio della urva di equazioni

x

3

+ 1 = y z

y

3

+ 1 = x z

(4)

nel piano artesiano (x; y; z). Meglio anora: ambiamo oordinate, usando

u = x+ y v = x� y:

Sommando e sottraendo le (4) si trova

u (u

2

� 3x y) + 2 = u z

v (u

2

� x y) = �v z:

(5)

Ma �e anhe

4x y = u

2

� v

2

e sostituendo nelle (5) si ottiene

u (u

2

+ 3 v

2

) + 8 = 4u z

v (3u

2

+ v

2

) = �4 v z:

(6)
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La seonda delle (6) �e soddisfatta se v = 0, ossia x = y. La prima diventa

u

3

� 4u z + 8 = 0

he ha un andamento ovvio:

{ l'asse z ome asintoto

{ due rami distinti, uno per u > 0, l'altro per u < 0

{ il primo, he hiamer�o \ramo R" (rosso nella �gura) si avviina all'a-

sintoto per z ! +1, ha un minimo per z in P = (r

2

; 0;

3

2

r) (avendo

posto r =

3

p

2) e va a +1 on z / x

2

per x! +1

{ il seondo (\ramo B," ossia blu) aosta l'asintoto per z ! �1, �e de-

resente e va a +1 on z / x

2

per x! �1.

Si noti he per z = 0 si ha u = �2, quindi x = y = �1.

Altri rami

Per veri�are se esistono altri rami della urva, aggiungiamo alle (6) la on-

dizione v 6= 0. Allora la seonda diventa

3u

2

+ v

2

= �4 z (7)

he sostituita nella prima d�a

u (u

2

+ v

2

) = �2: (8)

Questa rihiede u < 0; al tempo stesso la (7) impone z < 0. Il nuovo ramo |

se esiste | ha quindi la proiezione sul piano (u; z) on�nata nel terzo quadrante.

In realt�a il terzo ramo esiste: basta infatti partire dalla urva (8) nel pia-

no (u; v) e \abbassarla" aggiungendo la z data dalla (7). Resta da dimostrare

he si tratta di un unio ramo; i si arriva ome segue. Col proedimento appe-

na detto si ottiene una urva onnessa. D'altra parte la (8) individua in modo

univoo e ompleto la proiezione su (u; v).

Detto in altri termini: le (7), (8), viste in 3D, sono due super�i la ui

intersezione d�a tutti i punti della urva non appartenenti al piano v = 0. La pri-

ma super�ie �e un paraboloide ellittio il ui asse �e l'asse z mentre l'origine �e il

vertie; il paraboloide �e onavo verso z < 0. La seonda �e un ilindro ubio

on generatrii parallele all'asse z.

Si noti he l'intersezione delle due super�i ha anhe un punto nel pia-

no v = 0: il punto Q = (�r; 0;�

3

4

r

2

). Di onseguenza non �e orretto a rigore

parlare di un \terzo ramo" della urva, visto he il ramo ora trovato �e onnesso

ol ramo B. Dovrei piuttosto dire he Q �e un punto doppio.

L'eq. (8), vista ome eq. per u on parametro v, ha sempre una sola radie

reale. Ne segue he si pu�o traiare questo ramo della urva (\ramo V" ossia
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verde) assumendo v ome parametro, alolando u dalla (8) e poi z dalla (7).

Per questo motivo la �gura mostra solo il semispazio v � 0: nell'altro semispazio

la urva �e l'immagine speulare. Il punto Q �e un massimo per z sul ramo V.

Si noti he v ompare sempre ome v

2

, il he mostra i�o he era ovvio

in partenza: il sistema (4) �e simmetrio, quindi se (a; b) �e una soluzione lo �e

anhe (b; a) e le due soluzioni hanno valori opposti per v.

La (8) de�nise u ome funzione di v; in partiolare u(0) = �r. Quanto

a z, si pu�o srivere, per la (7)

z(v) = �

1

4

�

3u

2

(v) + v

2

�

:

z

0

(v) = �

3

2

uu

0

�

1

2

v: (9)

Deriviamo la (8):

3u

2

u

0

+ u

0

v

2

+ 2u v = 0 (10)

da ui

u

0

= �

2u v

3u

2

+ v

2

:

Sostituendo questa nella (9) otteniamo

z

0

= v

3u

2

� v

2

6u

2

+ 2 v

2

he fornise tre zeri per z

0

:

v = 0 v = �

p

3

2

r

2

ui orrispondono il punto Q, il punto

R =

�

�

1

2

r

2

;

p

3

2

r

2

; �

3

4

r

�

e il simmetrio di questo.

Il alolo della derivata seonda mostra he Q �e un massimo loale per z(v),

mentre R e il simmetrio sono minimi loali.

Riassumendo

Si vede he esistono 3 valori ritii per z, dati in ordine deresente da

z(P) =

3

2

r � 1:890 z(R) = �

3

4

r � �0:945 z(Q) = �

3

4

r

2

� �1:191:
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Tornando al numero di soluzioni (si riordi he z �e solo un altro nome per a)

abbiamo:

{ tre soluzioni per a > z(P)

{ una soluzione per z(R) < a < z(P)

{ 5 soluzioni per z(Q) < a < z(R)

{ tre soluzioni per a < z(Q).

La �gura mostra la situazione, anhe se la viinanza di z(Q) e z(R) ne rende un

po' pi�u diÆile l'interpretazione.

u
v

z

P

Q R
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